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基于两次量子搜索的K子集和问题求解

叶天语，吴恒，甘志刚
（浙江工商大学信息与电子工程学院，浙江 杭州 310018）

摘 要：针对K子集和问题，提出了一种基于两次量子搜索的高效量子算法。第一次量子搜索通过变异Grover

算子生成包含所有元素个数为K的子集的量子叠加态；具体地，首先通过Oracle算子进行相位翻转标记所有含K个

元素的子集，然后通过扩散算子放大标记的目标子集的概率幅值。第二次量子搜索则通过另一个变异Grover算

子从所有元素个数为K的子集中找到K个元素和等于目标值的子集；具体地，首先通过特定的和校验Oracle算子

标记所有的元素和等于目标值且只含K个元素的子集，然后通过扩散算子放大标记子集的概率幅值。仿真实验

结果表明，所提方法准确率大于或等于89%，较现有方法准确率更高。
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Solving the K-subset summation problem based on 
twice quantum searching

YE Tianyu, WU Heng, GAN Zhigang
College of Information & Electronic Engineering, Zhejiang Gongshang University, Hangzhou 310018, China

Abstract: An efficient quantum algorithm based on twice quantum searching was proposed to solve the K-subset summa‐

tion problem. In the first quantum searching, a varied Grover operator was utilized to generate the quantum superposition 

containing all subsets of K elements. Specifically, an Oracle operator was used to accomplish the phase flip to mark all 

subsets of K elements, followed by a diffusion operator for amplifying the probability amplitudes of marked target sub‐

sets. In the second quantum searching, another varied Grover operator was employed to find the subsets whose summa‐

tion of K elements equalled to the target value from all subsets of K elements. In detail, a specially designed sum-

checking Oracle operator was used to mark all subsets of K elements whose summation of K elements equalled to the tar‐

get value, followed by a diffusion operator for amplifying the probability amplitudes of marked subsets. Simulation ex‐

perimental results turn out that the proposed method achieves an accuracy of no less than 89%, which is higher than that 

of existing methods.

Keywords: K-subset summation problem, Grover quantum searching algorithm, Boolean satisfiability problem, quantum 

circuit

0　引言

子集和问题[1]是计算机科学中一个经典的非确

定性多项式（NP, nondeterministic polynominal）完

全问题，被广泛应用于密码学、资源分配和组合优

化等领域。子集和问题在理论上具有重要的研究价

值，但由于其计算复杂度随问题规模呈指数级增
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长，传统的经典算法在处理大规模子集和问题时会

面临巨大的挑战。

量子计算作为一门新兴的计算技术，正在引领

计算机科学的变革，在航空、金融等多个行业均已

出现了实际应用[2-3]。与传统计算机依赖于经典比

特运算不同，量子计算利用量子力学的基本原理，

通过量子比特运算来实现信息的存储和处理。量子

比特具有叠加性和纠缠性等特性，使量子计算能够

在某些特定问题上展现出远超经典计算的潜力，如

因子分解、组合优化等问题。例如，HHL（Har‐

row-Hassidim-Lloyd）算法[4]、量子近似优化算法

（QAOA, quantum approximate optimization algo‐

rithm）[5]和量子退火算法[6]已经在线性方程组求解

问题、组合优化问题和经典NP问题上分别展现出

超越经典算法的潜力。

近年来，Wurtz等[7]研究了变分量子算法在子

集和问题上的经典最优性，发现该算法在特定输入

下能够表现出超越经典算法的优势。Zheng等[8]提

出了一种针对子集和问题的量子算法，该算法结合

振幅放大技术显著减少了量子比特的使用并实现了

平方加速。Biesner等[9]将子集和问题转化为二次无

约束二进制优化问题，再利用量子退火技术去解决

它。Zheng等[10]提出了一种新的基于量子伊辛模型

的变分量子优化方法，该方法通过条件风险值优化

策略为子集和问题提供更有效的解法。Lancellotti

等[11]介绍了一种基于量子行走线路的子集和问题

解决方法，并研究构建了适用于NP完全问题的通

用量子线路，该方法在特定条件下比经典方法具有

更快的速度。Nüblein等[12]研究了量子方法在子集

和问题中的应用，提出了一种基于量子启发式方法

的框架。Benoit等[13]提出了一种针对子集和问题的

量子Oracle优化方法，专注于减少所需的量子比特

数和量子门数。

Sato等[14]提出利用两次量子搜索去解决旅行

商问题，其中第一步量子搜索高效地生成所有可

行解的均匀叠加态，第二步量子搜索从第一步生

成的叠加态中放大最优解，将第一步输出直接作

为第二步输入以减少开销，优化路径成本。然

而，由于旅行商问题的约束为路径唯一性，而K

子集和问题需同时满足子集元素唯一性和有效

性、子集大小固定、和等于目标值 3 个约束，文

献[14]的第二步搜索依赖路径成本相位标记，无

法直接适配子集和校验。受文献[14]的启发，本

文提出一种基于两次量子搜索的高效量子算法用

于解决K子集和问题。首先，为K个元素的二进

制数值实现高效的编码设计。其次，第一次量子

搜索使用了一种变异的Grover算子生成包含所有

元素个数为K的子集的量子叠加态，保障子集中

K 个元素的有效性和唯一性；具体地，先由

Oracle 算子对所有含 K 个元素的子集施加相位翻

转标记，再经扩散算子来放大目标子集的概率幅

值。然后，第二次量子搜索创建了和校验

Oracle，通过另一个变异 Grover 算子从所有元素

个数为 K的子集中筛选 K个元素和等于目标值的

子集，满足了和约束条件；具体地，该过程通过

特定的和校验 Oracle 算子标记所有的元素和等于

目标值且只含K个元素的子集，并利用扩散算子

放大标记子集的概率幅值。对本文算法进行量子

线路设计及仿真实验，仿真实验结果表明，本文

算法在解决K子集和问题时能以大于或等于 89%

的概率得到目标解。

1　K子集和问题和Grover量子搜索算法

1.1　K子集和问题

K 子集和问题是一个著名的 NP 完全问题[15]，

其目标是从集合 S = {s1,s2,⋯,snum}中找出K（子集

的大小）个元素，使其和等于目标值，其中集合S

中 T的元素各不相同且 0 < K ≤ num。例如，假设

存在一个集合 S1 = {0,1,2}，要从中找出 2个元素使

它们的和等于目标值 2，这就是一个简单的 2子集

和问题。显然，这个 2子集和问题所要找出的 2个

元素为0和2。

1.2　Grover量子搜索算法

Grover在 1996年提出的量子搜索算法是量子

计算领域的一种重要算法，利用量子并行计算来加

速未排序数据库的数据搜索[16]。传统计算机在最

坏情况下需O (N )次查询才能找到目标项，而Gro‐

ver算法可将这个搜索时间复杂度降低到O ( N )，
其中N为数据库的数据大小。接下来详细介绍Gro‐

ver量子搜索算法[16-18]。

将初始态定义为 ψ =
N - M

N
α +

M
N

β ，

其中，M为目标态的个数，N = 2n为所有状态的总
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个数， α 为非目标态， β 为目标态。令
M
N

=

sin
θ
2
，

N - M
N

= cos
θ
2
， 则 有 ψ = cos

θ
2
α + 

sin
θ
2
β 。

步骤1 初始化。

制备 n 个量子比特都处于 0 ，对它们都施加

Hadamard门变换以产生量子叠加态 μ ，即有

0
⊗n→H⊗n

μ =
1

N
∑
x = 0

N - 1

x (1)

步骤2 Grover迭代。

定义Oracle算子为

O = I - 2 β β (2)

其作用是只将目标态的相位翻转，即存在

O μ =
1

N
∑

x = 0&x ≠ β

N - 1

x - 1

N
β (3)

定义Grover扩散算子为

U = 2 μ μ - I (4)

其中，I 为单位矩阵，则 Grover 迭代算子为 G =

UO。对 ψ 进行一次Grover迭代后会产生

ψ1 = G ψ = cos
3θ
2
α + sin

3θ
2

β (5)

对 ψ 进行k次Grover迭代后会产生

 ψk = Gk ψ = cos ( )2k + 1 θ
2

α + sin ( )2k + 1 θ
2

β

(6)

步骤3 量子测量。

每次Grover迭代都会增加目标项的概率幅度。

在经过大约
ê

ë

ê
êê
ê ú

û

ú
úú
úπ

4
N
M

次Grover迭代后，对量子态进

行{ 0 , 1 ,⋯, N - 1 }基测量，可得到目标项。

2　基于两次量子搜索的K子集和问题求解

算法

假设集合{s1,s2,⋯,snum}的元素各不相同，且其

数值最大的元素为 smax。为从集合 S中找出K个元

素使其和等于目标值 T，其中 0 < K ≤ num，本文

提出基于两次量子搜索的K子集和问题求解算法，

该求解算法的量子线路如图1所示。

步骤1 初始化。

制备 n′个量子比特都处于 0 ，对它们都施加

Hadamard门变换以产生叠加态 ψ0 = +
⊗n′

，其中

n′ = Km = K é ùlb ( smax + 1) 。

步骤2 第一次量子搜索。

G1 的量子线路如图 2所示，G1 是第一次量子

搜索的变异Grover算子，即存在

G1 = D1 R1 (7)

其作用是生成包含所有元素个数为K的子集的

量子叠加态。其中，R1为第一次量子搜索的Oracle

算子，被定义为

R1 = I - 2∑
x′

x′ x′ (8)

其作用是利用相位翻转来标记所有含K个元素

的子集，即存在

R1 x =
ì
í
î

- x ,x = x′
x ,x ≠ x′

(9)

其中，x′为 S的含K个元素子集中所有元素的二进

制表示；D1 是第一次量子搜索的扩散算子，被定

义为

D1 = 2 ψ0 ψ0 - I (10)

其作用是放大标记的目标子集的概率幅值。

步骤3 第二次量子搜索。

G2 的量子线路如图 3所示，G2 是第二次量子

搜索的变异Grover算子，即存在

c

*;/
+A*
4D;<

+,*
4D;< 4D)4

+A0*8q0

+,0*8q1

H

G
1

G
2

图 1　基于两次量子搜索的K子集和问题求解算法的量子线路

+A0*8q0

+,0*8q1

Oracle<D
�2??0)� 3:<D

D
1

R
1

图 2　G1的量子线路
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G2 = D2 R2 (11)

其作用是找到 S的元素和等于T且元素个数为

K的子集。其中，R2为第二次量子搜索的Oracle算

子，被定义为

R2 = I - 2∑
x″

x″ x″ (12)

其作用是标记所有的元素和等于T且只含K个

元素的子集，即存在

R2 x =
ì
í
î

- x ,x = x″
x ,x ≠ x″

(13)

其中，x″为和等于T的K个元素的二进制表示；D2

是第二次量子搜索的扩散算子，被定义为

D2 = 2G1 ψ0 ψ0 G1
† - I (14)

其作用是放大标记子集的概率幅值。

步骤4 量子测量。

经 过 两 次 量 子 搜 索 后 ， 对 量 子 态 进 行

{ 0 , 1 ,⋯, 2n′ - 1 }基测量，可得到标记子集。

3　线路设计

首先将本文算法所需实现的功能转换成对应的

布尔操作，然后使用对应于不同布尔操作的不同量

子门进行线路设计[19-20]。

3.1　布尔可满足性问题

布尔可满足性问题[21]是计算机科学中的一个

经典问题，也是第一个被证明出来的NP完全问题。

布尔可满足性问题的目标是根据给定的布尔公式判

断是否存在一种使公式为真的变量赋值。例如，对

于 a ∧ b = 1这个布尔公式，当 a和 b都为 1时这个

公式才为真，其中∧表示“与”操作。

3.2　K子集和问题转换成布尔可满足性问题

1) 元素有效性转换成布尔可满足性问题

对集合进行量子编码有时会额外生成不在集合

中的元素，为了减少计算成本，需将其剔除。因

此，需将在集合中的元素和额外生成的不在集合中

的元素进行区分，可将这种区分转化为布尔可满足

性问题进行实现。

2) 元素独特性转换成布尔可满足性问题

假设集合中的元素都是不相同的，那么需要

对所有的元素都进行两两比较来确保元素的独

特性。元素的独特性可用“异或”（即⊕）来验

证。例如，若 S′ = {a,b,c}且 S′中的元素均为单比

特，那么 a⊕b = 1表示a和b不相同，单比特的独

特性转换为布尔可满足性问题真值表如表 1所示，

(a⊕b) ∧(a⊕c) ∧ (b⊕c) = 1 表示集合 S′中没有重

复的元素；若 S′ = {a,b,c}的元素均为双比特且用

a1a2、b1b2 和 c1c2 分别表示 a、b和 c，那么 a⊕b =

(a1⊕b1 ) ∨(a2⊕b2 ) = 1 表 示 a 与 b 不 相 同 ，

((a1⊕b1 )∨(a2⊕b2 ) ) ∧((a1⊕c1 )∨(a2⊕c2 ) )∧ (( )b1⊕c1 ∨ 

)( )b2⊕c2 = 1表示集合S′中没有重复的元素，其中∨
表示“或”操作。因为异或不属于基本布尔操作，所

以需将异或转换为基本布尔操作。例如，a⊕b =

( ā∧b)∨(a∧ b̄)， a⊕b⊕c=(a∧ b̄∧ c̄)∨ ( )ā ∧ b ∧ c̄ ∨ 

( )ā ∧ b̄ ∧ c ∨ (a ∧ b ∧ c)。

3)元素求和转换成布尔可满足性问题

单比特全加器的输入为2个单比特，它的输出

为 1个和位及 1个进位。表 2为单比特全加器真值

表，其中输出为Cin P。和位P的逻辑表达式为

P = a⊕b (15)

进位Cin的逻辑表达式为

Cin = a ∧ b (16)

双比特全加器的输入为2个双比特，对它们进

行求和需要 2个和位及 2个进位；双比特全加器的

输出为 2个和位及 1个最终的进位。表 3为双比特

全加器真值表，其中输出为Cin2 P2 P1。第一个和位

P1的逻辑表达式为

+A0*8q0

+,0*8q1

Oracle<D
�0,)E0/0)�3:<D

D
2

R
2

图 3　G2的量子线路

  表1　单比特的独特性转换为布尔可满足性问题真值表

a

0

0

1

1

b

0

1

0

1

输出

0

1

1

0
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P1 = a0⊕b0 (17)

第一个进位Cin1的逻辑表达式为

Cin1 = a0 ∧ b0 (18)

第二个和位P2的逻辑表达式为

P2 = a1⊕b1⊕Cin1 (19)

第二个进位Cin2的逻辑表达式为

Cin2 = (a1 ∧ b1 ) ∨ (a1 ∧ Cin1 ) ∨ (b1 ∧ Cin1 ) (20)

如果全加器输入的比特位数大于2位，可参照

上面的方法利用布尔关系式将元素求和转化为对应

的布尔可满足性问题。

3.3　第一次量子搜索的线路设计

以 S1 = {0,1,2}和 S2 = {0,1,2,3}为例对本文算法

进行量子线路设计。

第一次量子搜索需首先实现2种功能：一是检

测元素是否存在于集合S中，可将元素有效性转换

成布尔可满足性问题进行验证；二是检测是否有元

素在集合S中重复出现，可将元素独特性转换成布

尔可满足性问题进行验证。

当K子集和问题的集合为S1且K为2时，初始

化及 G1 的量子线路如图 4 所示。这里需用 n'1 =

2 é ùlb ( )2 + 1 = 4 个量子比特来表示从 S1 = {0,1,2}
中选择出的 2 个不重复的数，即 q1q0 和 q3q2。在

图 4中，第一条虚线的左侧部分为初始化操作；第

二条虚线的左侧部分用于确保生成的元素存在于集

合中，尤其是需删除因输入为4位而在初始化阶段

不可避免产生的量子态 11 ；第三条虚线的左侧部

分用于确保元素的独特性；第四条虚线的左侧部分

用于检测是否满足式(8)的Oracle算子的输入条件；

第五条虚线的左侧部分为有效性和独特性检测的逆

操作，其目的为输入量子比特进行复原；最后一条

虚线的右侧部分的作用是运用式(10)的扩散算子来

增加标记态的概率幅值。

当K子集和问题的集合为S2且K为2时，初始

化及 G1 的量子线路如图 5 所示。这里仍需 n'2 =

2 é ùlb ( )3 + 1 = 4个量子比特来表示从 S2 = {0,1,2,3}
中选择出的2个不重复的数，即q1q0和q3q2。在图5

中，由于初始化过程产生的所有元素均存在于 S2

中，后续就不需要进行元素有效性验证；其他剩余

部分的量子线路与图4的相似。

第一次量子搜索用到的量子比特共为n′+ avalid +

aunique + 1个。其中，n′ = Km = K é ùlb ( smax + 1) 表示

  表2　 单比特全加器真值表

a

0

0

1

1

b

0

1

0

1

P

0

1

1

0

Cin

0

0

0

1

输出

00

01

01

10

  表3　 双比特全加器真值表

a1a0

00

00

00

00

01

01

01

10

10

11

b1b0

00

01

10

11

01

10

11

10

11

11

P1

0

1

0

1

0

1

0

0

1

0

Cin1

0

0

0

0

1

0

1

0

0

1

P2

0

0

1

1

1

1

0

0

0

1

Cin2

0

0

0

0

0

0

1

1

1

1

输出

000

001

010

011

010

011

100

100

101
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输 入 的 量 子 比 特 数 ； avalid = K (2m - | S | ) =

K (2é ùlb ( smax + 1) - | S | )表示元素有效性检测所需的辅助

量子比特数，| S |表示 S 的元素总个数；aunique =

C 2
K(m + 3) = C 2

K ( é ùlb ( smax + 1) +3)表示元素重复性

检测所需的量子比特数；最后的+1表示用一个辅助

比特来标记满足的解的状态。

3.4　第二次量子搜索的线路设计

第二次量子搜索需首先计算K个元素的和值以

及验证和值是否与目标值一致，然后提高和值为T

的子集的概率。

当 K 子集和问题的集合为 S1、K为 2 且 T为 2

时，G2的量子线路如图6所示。在图6中，第一条

虚线的左侧部分表示求和操作；第二条虚线的左侧

部分用于标记所有和满足目标值的量子态；第三条

虚线的左侧部分为逆操作，其目的是恢复输入比特

的状态；第三条虚线的右侧部分为扩散操作，其中

G1的量子线路见图4，G1
†为G1的厄米共轭，其量

子线路如图7所示。

当 K 子集和问题的集合为 S2、K 为 2 且 T 为 3

时，G2的量子线路如图8所示。在图8中，前四条

虚线的左侧部分为求和操作；第五条虚线的左侧部

分用于标记和满足目标值的量子态；第六条虚线的

左侧部分为逆操作，用于恢复输入比特的状态；

第六条虚线的右侧部分为扩散操作，其中G1的量子

线路见图5，G1
†为G1的厄米共轭，其量子线路如

图9所示。 

第二次量子搜索用到的量子比特共为 n′ +

avalid + aunique + aplus + 2 个。其中，n′仍表示输入

的量子比特数；D2 算子需用到 G1，从而包含了

G1中的avalid + aunique + 1个辅助量子比特。当K = 1

时，和位操作不需要辅助量子比特，这时辅助量

子比特数为 aplus = 0；当 K > 1 时，和位操作需要

的 辅 助 量 子 比 特 数 为 aplus = 9 (K - 1) (m - 1) +

4∑
i = 1

K - 1

i。最后的 +1 用于判断对应的每位数的数值

是否相等。
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4　仿真实验结果

使用 IBM Qiskit对所设计的量子线路进行仿真，

以验证本文算法的性能，仿真的次数为10 240次。

从S1中选出2个元素构成子集使子集和为2的

次数分布实验结果如图10所示。从图10可以看出，

子集 0010和 1000的次数分别为 4 716和 4 792，而

这2个子集都是正确子集。从S1中选出2个元素构

成子集使子集和为2的概率分布实验结果如图11所

示，其中实验结果准确率达到92.85%。 

从S2中选出2个元素构成子集使子集和为3的

次数分布实验结果如图 12 所示。从图 12 可以看

出，子集 0011、0110、1001、1100 的次数分别为

2 241、2 352、2 258和 2 310，而这些子集都是正

确子集。从S2中选出2个元素构成子集使子集和为

3的概率分布实验结果如图13所示，其中实验结果

准确率达到89.46%。   
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图 10　从S1中选出2个元素构成子集使子集和为2的次数分布实验结果
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图 11　从S1中选出2个元素构成子集使子集和为2的概率分布实验结果
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当从 S1中选出 2个元素构成子集使子集和为 2

时，本文算法与QAOA[5]和多角度量子近似优化算

法 （MA-QAOA, multi-angle quantum approximate 

optimization algorithm）[22]的实验结果准确率对比

如图 14所示，其中P为演化步数。图 15为从 S2中

选出 2个元素构成子集使子集和为 3时，本文算法

与 QAOA[5]和 MA-QAOA[22]的实验结果准确率对

比。从图 14和图 15可以看出，当P = 1~3时，本

文算法比QAOA[5]和MA-QAOA[22]在实验结果准确

率上表现更为优异。

虽然本文算法在解决K子集和问题时具有较高

的准确率，但由于一些因素的干扰仍然会产生求解

不成功的情形。首先，量子搜索算法的最优搜索次

数随着问题规模增大而增大，且理论上可能不为整

数，但仿真的过程中只能将搜索次数取为有限的整

数，从而不可避免地影响准确率。其次，使用Qiskit

对量子线路进行仿真模拟存在噪声、有限样本等不

可控因素，实验结果准确率会出现小幅度的波动。  

5　结束语

本文提出一种基于两次量子搜索的高效量子算

法，用于解决K子集和问题。第一次量子搜索采用

一种变异的Grover算子生成所有元素个数为K的子

集的量子叠加态，保障子集中K个元素的有效性和

唯一性；具体地，先由Oracle算子对所有含有K个

元素的子集施加相位翻转标记，再经扩散算子来放

大目标子集的概率幅值。继而执行的第二次量子搜

索创建了和校验Oracle，通过另一变异Grover算子

从所有元素个数为K的子集中找到元素和等于目标

值的子集，满足了和约束的条件；具体地，通过特

定的和校验Oracle算子标记元素和等于目标值且只

含K个元素的子集，并利用扩散算子放大标记子集

的概率幅值。为本文算法设计了相应的量子线路并
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图 13　从S2中选出2个元素构成子集使子集和为3的概率分布实验结果
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进行了仿真。仿真实验结果表明，该算法在解决K

子集和问题时准确率大于或等于89%。未来的研究

可以进一步探索本文算法在其他NP难问题中的应

用，并对量子线路进行优化设计。
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